Continuous Realization Methods and Their Applications

Moody T. Chu

Department of Mathematics North Carolina State University

Contents

1 Introduction 5 Basic component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Building the bridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Characteristics of a bridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2 QR-Type Flows 21 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 Basic Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 General Framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 Governing Flows . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 Basic Theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 Abstract QR-type Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 Abstract QR-type Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 Relation to Classical Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 Nonclassical Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3 Homotopy Method for λ-Matrix Problem 39 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 Basic Ideas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 Preliminary Facts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 Homotopy Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 Computation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4 Spectrally Constrained Problems 55 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 General Framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 Special Cases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 Reformulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 Geometry of O(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 Projected Gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 Isospectral Descent Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 Second Order Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 1

Least Squares Matrix Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 Inverse Toeplitz Eigenvalue Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 Symmetric Eigenvalue Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5 Simultaneous Reduction Problems 73 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 Reduction by Orthogonal Similarity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 Gradient Flow under Similarity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 The Nearest Commuting-Pair Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 Reduction by Orthogonal Equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 Gradient Flow under Equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 Nearest Normal Matrix Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6 Inverse Problem in the Schur-Horn Theorem 89 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 Schur-Horn Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 Lift and Projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 Gradient Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 Numerical Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 7 Stochastic Inverse Eigenvalue Problem 111 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 Relation to Nonnegative Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 Basic Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 ASVD flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 Numerical Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 8 Inverse Singular Value Problems 137 IEP versus ISVP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 Existence Question . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 A Continuous Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 An Iterative Method for IEP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 An Iterative Approach for ISVP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

9 Toeplitz Inverse Eigenvalue Problem 177 Overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 Spectral Properties of C(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

An Example of n = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 A Newton Method in C(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 Numerical Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204 10 Miscellaneous Flows 207 Flows on Sn�^1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 Toeplitz Annihilator Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 Linear Stationary Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 SVD Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 QZ Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 Scaled Toda Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 11 Numerical Computation 231 Continuous versus Discrete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 Special Features of the ODE’s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 Challenges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 New Directions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 12 Conclusions 237 Area of Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 Relation to Discrete Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 Challenge to ODE Techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 More to Do . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242