Optimization by Vector Space Methods

Lectures Notes Prepared for MA719

Moody T. Chu Department of Mathematics North Carolina State University October 8, 2002

ii

Contents

1 Preliminaries 1 Linear Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Vector Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 More Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Normed Vector Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Convergence and Completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Banach Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 Hilbert Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 Inner Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 Orthogonal Complements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 Gram-Schmidt Orthogalization Process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 Best Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 Projection Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 Fourier Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 Minimum Norm Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 Dual Problem of Best Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 A Control Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 Minimum Distance to a Convex Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 Basic Principles in Optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Examples of Applications 21 Nonlinear Programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 Equality Constrained Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 Inequality Constrained Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 Linear Programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 Discrete Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 Dual Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 Convex Programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 A Continous Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 Calculus of Variations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 The Brachistochrone Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 Euler-Lagrange Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 iii iv CONTENTS

Optimal Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 Basic Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 Hamilton-Jacobi Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Duality in Banach Space 37 Linear Functional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 Basic Dual Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 Hahn-Banach Theorem, I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 Extension Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 Second Dual Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 Orthogonality in Banach Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 Minimum Norm Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 Extension of Projection Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 Duality Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 Characterizing Alignment in (C[a, b])^∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 Chebyshev Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 Characterizing Constrained Equalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 Control Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 Rocket Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 Hahn-Banach Theorem, II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 Hyperplanes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 Separation of Convex Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 Minimum Distance Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 Adjoints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 Basic Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 Normal Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 An Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65